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Primitive Rekursion

1. Induktionsbasis

a) Alle konstanten Funktionen
(wiez.B.c€{0,1, 2, ..},cc N> Nmitc(n)=c
b) Die Nachfolgerfunktion s: N-> Nmits(n)=n+1
c) Alle Identitaten id}': N" > N, m >0, k < m mit
(n,n, .. n.)=n,
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Primitive Rekursion

2. Induktionsschritt

a) Substitution (Komposition von Funktionen):

Sind f: Nk > Nund g, g, ..., 8: N™ > N fuir k,m € N primitiv
rekursiv, dann ist es auch

h: N 5 N mit
h(n, ..,n.) =f(g,n, ..., n,), .., gdn, .., n,).
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Primitive Rekursion

2. Induktionsschritt

b) Primitive Rekursion:
Sind g: N™ = N und h: N™2 5 N primitiv rekursiv, dann ist
es auch f: N™1 5 N mit
f(0, Xy, .oy X)) = 8(Xq, o) X))
f(n+1, x4, ..., X,,) = h(n, f(n, X4, ..., X)), X4, e, X))
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e Addition:
add(0,x) = id{ (x)
add(n+1, x) = s(id> (n, add(n, x), x)
=s(add(n, x))

* Multiplikation:
mult(0, x) =0
mult(n+1, x) = add (id5(n, mult(n, x), x), id3(n, mult(n, x), x))
= add(mult(n, x), x)
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* Exponentialfunktion: exp: N2 > N mit exp(y, x) = x¥
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* Exponentialfunktion: exp: N2 > N mit exp(y, x) = x¥
exp(0, x) = 1
exp(n+1, x) = mult(id3(n, exp(n, x), x), id>(n, exp(n, x), x))
= mult(x, exp(n, x))

* Fakultatsfunktion: fak: N - N mit fak(x) = x!

9/28



* Exponentialfunktion: exp: N2 > N mit exp(y, x) = x¥
exp(0, x) = 1
exp(n+1, x) = mult(id3(n, exp(n, x), x), id>(n, exp(n, x), x))
= mult(x, exp(n, x))

e Fakultatsfunktion: fa: N - N mit fa(x) = x|
fa(0)=1

fa(n+1) = mul(id5 (n, fa(n)), s(ids (n, fa(n)))
=mul(fa(n), n+1)
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Weitere niutzliche Funktionen

0 ,fallsx=0
x—1,fallsx =1

0 Lfallsx<y
x—y fallsx =y

* Vorgangerfunktion V(x) = {

* modifizierte Differenz md(x, y) = {
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Weitere niutzliche Funktionen

x—vy fallsy < x
y—x fallsx <y

S(x) = 0,fallsx =0
711, fallsx > 1

* Abstand A(x, y) = {

* Signumfunktion
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Der u-Operator

* Sinn: Partielle Funktionen ermadglichen

* Sej f: N1 > N eine primitiv rekursive Funktion

e Dann ist g: Nk > N definiert als

g (X, ey X ) = UF(X4, ..y X, ) 0 und Fioe all
=min{n€N| / n,x.l,...,xk) - TR fur.a.e }
m < nist f(m,xq, ..., x;) definiert

e Dabeiist min @ nicht definiert
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* Ganzzah |ge Division: g: N2 - N mit

— falls y # 0und vy teilt z
gly, z) =Y
undefiniert, sonst

e Zu zeigen: g ist partiell rekursiv

* |[dee: Definiere eine primitive rekursive Funktion f mit
uf =
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Beispiel

. = |x *v-z|50= lx xy —z|, fallsy #0
oy 2) = IxTy -2 { 1, sonst

* Wenny =0 ist, odery kein Teiler von z ist, dann gilt
, f(n,y,z) = 0und fir alle
uf(y,z) = minin € N , .
G m < nist f(m,y, z) definiert
= min

also undefiniert, da f(x, y, z) fur alle x nie O wird.

* Ansonsten ist pf(y, z) = §, da f total istund einx mitx *y =1z
existiert.
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eg:N - N mit
g(m) = vm, f"?”,s vm e N ist partiell rekursiv
kunde finiert sonst
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eg:N - N mit
g(m) = vm, fc?llts vm e N ist partiell rekursiv
Lunde finiert sonst

 f: N2 > N mit f(n, m) = |n?2 - m| ist partiell rekursiv
*uf=g

* Wenn/m & N dann ist f nie 0 und pf undefiniert
* Wenn ym € N ist f(y/m, m) =0 und pf =y/m
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Hauptsatz der Berechenbarkeitstheorie

* Die folgenden Klassen sind aquivalent:
* Turing-Berechenbarkeit
 WHILE-Berechenbarkeit
* GOTO-Berechenbarkeit

 partiell rekursive Funktionen (IP)

* Weiterhin sind folgende Klassen aquivalent:
* LOOP-Berechenbarkeit
 primitiv rekursive Funktionen (IPr)
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Aquivalenzen

GOTO-berechenbar =
WHILE-berechenbar =
Turing-berechenbar =

partiell rekursiv

L.OOP-berechenbar =

primitiv rekursiv
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Die Ackermann-Funktion

* Eine totale Funktion, die nicht Loop-berechenbar ist
* a: N2 = N ist definiert durch:
n+1,fallsm=0undn =0
e a(m, n) = a(m—1,1), fallsm >0undn =0
a(m —1,<almn— 1)),falls m,n >0
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Die Ackermann-Funktion

* Es gilt:
1. a(0,n)=n+1
2. a(l,n)=n+2
3. a(2,n)=2*n+3
4. o(3,n)=2"3*-3
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Godelisierung

* |dee:
* Ordne jeder Funktion eine Zahl zu, die diese eindeutig
identifiziert
* Vorgehen:
* Stelle alle Funktionen tber einem Alphabet dar
* Bringe diese in eine lexikographische Ordnung
e Zahle die einzelnen Elemente ab
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Godelisierung von Pr

* Alphabet z = {X) |I () )) [I ]/ 1 X, S, O) Id; SUBI PR}
* Variablen x,, x,, ... werden durch x|, x| |, ... reprasentiert

* Trennsymbole [](),; *
e Basisfunktionensund O

e Identitaten id> warden alsid | || *| |dargestellt
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Godelisierung von Pr

e Substitutionen:

* Werden g, ..., g, in f substituiert, dann wird h dargestellt als:
G(h) = SUB[G(f);G(g,);...,G(g)](G(Xy), .., G(X,))-

* Primitive Rekursion:

* Ergibt sich f aus g und h durch primitive Rekursion, so gilt
G(f) = PR[G(g), G(h)](G(Xy), .., G(X41))
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* sub: N2> N
* sub(0, x) = id}(x) = x
e sub(n+1, x) = V(id5(n, sub(n,x), x)) = V(sub(n, x))
* G(sub) =
PRIid [ ], SUB[G(V), id | | [*] [1(x],x] [,x] [ D1(x], x] )
* Dabei ist G(V) das Godelwort der Vorgangerfunktion,
welches hier nicht konkret angegeben wird
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* Geben Sie das Godelwort zu exp(x,y) an.
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* Geben Sie das Godelwort zu exp(x,y) an.

* G(exp) = PR[s(0), SUB[G(mult);id || [*][;id [|[*[]]]
(x|, xI' x| 1] (x], x| 1)
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